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Résumé—Les auteurs présentent une étude fondamentale de la théorie thermodynamique des réseaux

d’échangeurs de chaleur qui concerne la récupération optimale d’énergie. Le résultat était partiellement

dégagé par des travaux antérieurs mais de fagon insuffisante, du point de vue de la rigueur de la dém-

onstration et de la généralité, et 4 cause de la forme graphique ou algorithmique sous laquelle il était

présenté, on s’est efforcé de remédier a cela. On discute ensuite I'intérét de ce résultat pour le choix d’un
réseau d’échangeurs de chaleur.

1. INTRODUCTION

LA concepTION d’un réseau d’échangeurs de chaleur
permettant d’effectuer des réchauffements et des re-
froidissements de certains courants, est une opération
trés classique dans l'industrie. Ces transferts ther-
miques s’effectuent dans des réseaux d’échangeurs de
chaleur plus ou moins complexes. La conception opti-
male d’un réseau dépend de la structure, du nombre
d’échangeurs de chaleur et de la quantité d’utilités
chaudes (vapeur d’eau, fluides caloporteurs) ou
froides (eau industrielle, fluides réfrigérants) requise
pour obtenir des courants de sortie aux températures
demandées. Ce probléme d’optimisation technico-
économique prend donc en compte les cofits d’in-
stallation liés aux surfaces de transfert et au nombre
d’appareil, et les coiits d’exploitation qui dépendent
principalement de I’énergie consommée. On a donc
intérét a retenir un réseau comportant un nombre peu
élevé d’appareil et qui permette une grande récupér-
ation d’énergie par croisement des fluides chauds et
froids.

Nous nous intéressons ici a la récupération d’éner-
gie permettant d’effectuer ’'une par l'autre, la totalité
ou une partie des réchauffements par la totalité ou
une partie des refroidissements exigés sans faire inter-
venir les utilités chaudes ou froides. Ce transfert
d’énergie thermique a lieu dans un sous-réseau désigné
réseau interne, caractérisé par deux paramétres fon-
damentaux : le flux de chaleur échangé Q et la différ-
ence de température minimale AT. En effet Q traduit
I’économie réalisée en ce qui concerne les utilités
chaudes ou froides; AT est la valeur minimale de
I’écart de température de part et d’autre de tout point
de la surface d’échange dans la mesure ou circulent,
du cété froid, les courants a réchauffer et du coté
chaud, les courants a refroidir. Ce paramétre revét
une grande importance car il constitue, compte tenu
de sa relation avec 'aire d’échange du réseau interne,
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une représentation aisée, bien qu’approximative, des
cotits d’installation.

L’intérét de choisir Q et AT, I'un et I'autre aussi
grands que possible conduit naturellement & se pré-
occuper de la valeur maximale Qg (e) que peut prendre
Q sous la constrainte AT > e. Umeda et al. [1], Linnhoff
et Flower [2, 3] ont proposé des procédures d’évalu-
ation de Qx(e) dans différentes conditions plus ou
moins restrictives et toujours fondées sur des
méthodes graphiques ou numériques. Nous montrons
dans cet article qu’il est possible d’exprimer Qg(e) sous
la forme d’une expression mathématique simple et
générale :

Or(e) = ITI::ITI'I lge(TF) +4.(T0)]

avec

T.—Tp=e. 1)

1.1. Définitions

gr et g. sont respectivement les fonctions rep-
résentatives des réchauffements et des refroidisse-
ments exigés. Plus précisément, V 7%, ge(T¥) est le
flux de chaleur a fournir au total aux courants a
réchauffer dont les températures sont inférieures ou
¢gales d Tr. Deméme, V T, ¢.(T) est le flux de chaleur
a enlever au total aux courants 4 refroidir dont les
températures sont supérieures ou égales a 7.,.

On notera que gp(T%) et ¢.(T,) sont ainsi définies
V Tg, T.€ R méme si T (respectivement 7,) n’est pas
la valeur d’une température concernée par au moins
I'un des courants a réchauffer (resp. refroidir).

Nous désignerons par M(gg, g.,e) la borne infér-
ieure des valeurs que peut prendre gu(Tg)+q.(T.)
lorsque Ty et 7. varient sous la constrainte
T.— T = e. La relation (1) s’écrit alors:

QR(e) = M(qF’ e e)' (2)
On notera Q¢ (resp. Q.) le flux de chaleur global
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écart de température variable
e borne supérieure des valeurs de e pour
lesquelles Qr(e) = Min (Qf, Q.)
borne inférieure des valeurs de ¢ pour
lesquelles Qr(e) = 0
M(gg,q.,e) valeur maximum de
ge(TE) +q.(T.) lorsque Ty et T,
varient sous la contrainte
T.—Tg=e
N nombre de tranches de réchauffements
et de tranches de refroidissements

Np nombre de courants a réchauffer ou
refroidir

n indice d’une tranche de
réchauffements et d’une tranche de
refroidissements

0] flux de chaleur échangé dans un réseau
interne

Or, Q. flux de chaleur consommé (resp. fourni)

par les réchauffements (resp.
refroidissements) demandés
Qi (n), Q*(n) flux de chaleur consommé
(resp. fourni) par la niéme tranche des
réchauffements (resp.
refroidissements) demandés
flux de chaleur ayant une valeur
inférieure & M(gg, ¢., €)

Q*

NOMENCLATURE

Tous les flux de chaleur sont des quantités de chaleur par unité de temps.

Qr(e) flux de chaleur récupérable sous la

contrainte AT = ¢

fonction représentative des

réchauffements demandés

g fonction représentative des
refroidissements demandés

qr

q¥ fonction représentative d’une partie des
réchauffements demandeés

q¥ fonction représentative d’une partie des
refroidissements demandés

AT valeur minimale de 1’écart de
température d’un réseau interne

T, T, températures variables

¥, TX plus haute (resp. plus basse)

température concernée par une
certaine partie des réchauffements (resp.
refroidissement) demandés

TS, T:  plus basse et plus haute température
concernée par les refroidissements
demandés

Tt, Tk, plus basse et plus haute température

concernée par les réchauffements
demandés

TE¥(n), Ti*(n)  plus haute (resp. plus basse)
température concernée par la niéme
tranche des réchauffements (resp.
refroidissements) demandés.

nécessaire & tous les réchauffements (resp. refroid-
issements) demandés.

TE, et Tk, (resp. T5 et TS) représentent la plus
basse et la plus haute température concernée par les
réchauffements (resp. refroidissements). Enfin N,
désigne le nombre global d’opérations de réchauffe-
ment et de refroidissement. A titre d’illustration, nous
avons représenté sur la Fig. 1 les diverses variables
introduites a savoir les fonctions gy, ¢., et Q., O, Tk,
T, Th et T,

Enfin, nous dirons qu’un réseau d’échanges ther-
miques est a contre courant lorsque :
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F1G. 1. Représentation schématique des fonctions gr(7F) et
q.(T2).

(TFZ - TFl )(TCZ_ Tcl) =0

ou (Tgy, Ty) et (Tpa T) sont deux couples de tem-
pératures concernés par deux points quelconques de
la surface d’échange, appartenant ou non au méme
échangeur.

2. PROPRIETES DES FONCTIONS g; ET q.

La formulation proposée montre que Qgr(e) ne
dépend des réchauffements et des refroidissements que
par I'intermédiaire des fonctions gy et g, qui les repré-
sentent globalement. Nous admettrons qu’elles poss-
¢dent, en tout cas, les propriétés suivantes, qui résult-
ent de leurs définitions :

qr est une fonction croissante (au sens large) con-
tinue a droite, ayant un nombre fini (éventuellement
nul) de discontinuités & gauche, nulle ¥V Ty < TF,,
égaled Qp VTr > T,

q. est une fonction décroissante (au sens large),
continue a gauche, ayant un nombre fini (éven-
tuellement nul) de discontinuités a droite, nulle
VT,>Th égalea Q. VT, < TE.

2.1. Cas particuliers
Si on admet qu’il n’y a aucun changement de phase
lors des transferts et que les chaleurs spécifiques sont
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indépendantes de la température dans les intervalles
de température concernés, on peut démontrer cer-
taines propriétés particuliéres intéressantes des
fonctions ¢ et g.. Cependant ces deux hypothéses ne
sont pas nécessaires 4 la validité de la relation (1)
pour évaluer Qz(e). Avec la premiére hypothese, les
fonctions g et ¢, sont continues et plus faciles a traiter
mathématiquement que lorsqu’apparaissent les dis-
continuités dues aux changements de phases.

Le fait de supposer que les chaleurs spécifiques sont
constantes permet de démontrer aisément que les
fonctions g et g, sont des fonctions affines par mor-
ceaux, ce qui facilite beaucoup, nous le verrons plus
loin, le calcul de Qg(e). Ainsi, avec la conjonction des
deux hypothéses, g et ¢. sont des fonctions 4 la fois
continues et affines par morceaux.

Enfin les valeurs de la température au voisinage
desquelles g (resp. g.) est constante sont celles qui
ne sont concernées par aucun des réchauffements
demandés (resp. refroidissements). Par contre, si les
réchauffements (resp. refroidissements) concernent
toute température comprise entre Tg, et Tx, (resp.
entre Ty et T5), alors la fonction gr (resp. g.) est
strictement croissante (resp. strictement décroissante)
dans cet intervalle.

2.2. Cas de discontinuites

Dans le cas général, ¥V T: (resp. V T,), la fonction
gr (resp. g.) continue a droite (resp. 4 gauche) admet
en T (resp. T.) une limite a gauche (resp. a droite) qui
n’est pas nécessairement égale d gp(Tx) (resp. 4.(T.))
mais au flux de chaleur consommé (resp. fourni) par
la partie des réchauffements (resp. refroidissements)
qui concerne des courants dont les températures sont
strictement inférieures & T (resp. supérieures a 7).
Le saut de discontinuités 4 gauche (resp. & droite) qui
sépare (€ventuellement) ce flux de chaleur de ¢z(7%)
(resp. 4.(T.)) représente donc le flux de chaleur
absorbé (resp. fourni) a la température T (resp. T,)
sans ¢€lévation (resp. abaissement) de température ce
qui 4 pression constante, ne peut avoir lieu qu’a I’oc-

casion d’un changement de phase, d’un corps pur ou -

d’un meélange azéotropique. En effet pour un équilibre
liquide-vapeur, d’un mélange non azéotropique,
un transfert de chaleur entraine non seulement une
variation de la fraction vaporisée mais aussi un
changement de la température d’équilibre. Le quo-
tient de la quantité de chaleur mise en jeu par ’écart
de température correspondant est équivalent 4 une
chaleur spécifique. Ainsi, ce ne serait pas alors les
fonctions gr et ¢, mais leurs dérivées premiéres,
qui présenteraient des discontinuités.

3. ETABLISSEMENT DE LA FORMULATION

Un des avantages de la formulation proposée est
qu’elle se préte bien & une démonstration rigoureuse
4 partir d’'un minimum d’hypothéses physiques fon-
damentales.

Nous nous placons dans le cas général ou les
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fonctions gf et g, n’ont que les propriétés énoncées
au début du paragraphe précédent. Ces propriétés
suffisent pour établir que:

M(gr, q.,€) qui est, par définition, la borne infér-
ieure des valeurs que peut prendre I'expression
qe(Tx) +q.(T.) lorsque Ty et T, varient sous la con-
trainte d’égalité T,— T = e, est aussi la borne infér-
ieure lorsque la contrainte devient 7,— T < e.

M(gr, .. e) est une fonction décroissante, au sens
large de e telle que:

M(qF’ 'S e) = Min (QF’ Qc)

pour des valeurs suffisamment petites de e (éven-
tuellement négatives)

M(qFa 4e» e) = 0

pour des valeurs suffisamment grandes de e.
Ainsi Vee R

0 < M(qF’ qc’e) < Mln (QF’ Qc)

Nous supposerons dans la suite de cette dém-
onstration que e > 0.

3.1. Démonstration de I'inégalité Qr(e) < M(qg,q.,€)

Supposons qu’il existe un réseau interne, effectuant
une par l’autre, une partie des réchauffements et une
partie des refroidissements demandés, qui permette
d’échanger un débit de chaleur égal 2 Q et dont la
différence de température minimale A¢ soit au moins
égale d e.

Soit T, et Ty deux températures telles que
T.—Te < e alors T.—Ty < AT et par conséquent,
aucun transfert de chaleur n’a lieu entre un élément
de courant chaud qui est & une température inférieure
a T, et un élément de courant froid qui se trouve a
une température supérieure 4 Tg. Ainsi, toute quantité
de chaleur comptée dans Q, ou bien provient d’un
courant chaud dont la température est supéricure ou
égale 4 T et est donc comptabilisée dans ¢.(T.), ou
bien est fournie 4 un courant froid dont la température
est inférieure ou égale a T} et est donc comptabilisée
dans gr(TF) (a priori, I'une de ces deux possibilités
n’exclut pas P’autre) ; par conséquent :

Q s qF(TF)+qc(Tc)
d’ou
Q < M(qF’ qc’e)

et
QR(e) < M(qF’ 9e» 6‘)-

3.2. Démonstration de I'inégalité Qg(e) > M(qp, q.,¢)
Les deux principes fondamentaux de la ther-
modynamique suffisent pour affirmer qu'on peut
effectuer les uns par les autres et 4 contre-courant, les
réchauffements et les refroidissements demandés si ;

QF = Qc
Ts, < TY ?3)
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et si de plus un seul réchauffement et un seul re-
froidissement sont exigés. On en déduit facilement,
en considérant des divisions des divers courants con-
cernés, que cette possibilité subsiste dans tous les cas
ou les conditions (3) sont satisfaites et cela, quels que
soient le nombre de réchauffements et le nombre de
refroidissements demandés. Dans ce cas le nombre
d’échangeur est inférieur a Ny, (le plus souvent, i est
difficile de descendre en dessous de Np— 1).

Nous allons effectuer la démonstration de I'inégalité

QR(e) = M(qF’ qc, 6)

en deux étapes: dans la premiére, on établit que cette
inégalité a lieu au moins dans le cas ou

QF = M(qu qcae) = Qc (4)

puis on montrera, dans un second temps, qu’elle a lieu
dans tous les cas.

3.3. Preuwve dans le
M(qu 9es 6) = Qc

11 suffit de prouver que quel que soit Q* tel que
0 < Q* < M(gp,q..¢), il est possible de trouver un
réseau d’échanges thermiques satisfaisant les con-
ditions suivantes :

cas particulier ou Qp =

(a) Les réchauffements (resp. refroidissements)
qu’il effectue sont une partie des réchauffements (resp.
refroidissements) demandés.

(b) Le flux de chaleur échangé est au moins égal &
Q.

(¢) La différence de température minimale AT est
au moins égale 4 e.

L’existence d’un tel réseau se prouve en s’appuyant
sur la possibilité de diviser I'intervalle de température
concerné par les réchauffements et celui concerné
par les refroidissements. Ainsi, on peut diviser les
réchauffements demandés en N tranches, numérotées
de 1 4 N de fagon que chaque tranche mette en oeuvre
le méme flux de chaleur et qu’aucune température
concernée par une tranche ne soit supérieure a une
température concernée par une tranche de numéro
supérieur.

On partage dans les mémes conditions les refroid-
issements demandés en N tranches numérotées de 1
a N. On choisit N suffisamment grand pour avour:

N—-1
Q* < ﬂ——IV‘ M(qu qe» e)'

Pour tout entier n tel que 1 < n < N, désignons par
QX(n) et TEF(n) (resp. OX(n) et Th5*(n)) le flux de
chaleur utilisé (resp. fourni) par la niéme tranche des
réchauffements (resp. refroidissements) demandeés et
la plus haute (resp. basse) température concernée par
cette tranche, et montrons que:

T&*(n+ D) =T > e. 5

Supposons le contraire, T5*(n+1) — TEF(n) < e, alors
on peut trouver T et T, tels que:

Te < TEF(n)
T. > TE*(n+1)
T.—Ts <e.

L’inégalité Ty < TE¥(n) implique que g¢u(Ty) est
inférieur au flux de chaleur utilisé dans les # premiéres
tranches de refroidissements, soit nQx/N.

L’inégalité T. > Th*(n+ 1) implique que ¢.(T.) est
inférieur au flux de chaleur fourni dans les N —n der-
niéres tranches de réchauffements, soit (N —-n)Q./N.

Donc:

N—n

ge(Te) +4.(T.) < <;\l, + N~) Mgy, q..e)

= M(qu qe» e)
ce qui contredit 'hypothése T.— T < e et démontre
donc l'inégalité (5).

De plus:

¢ Mgy, 9., 3

et on a donc les conditions équivalentes a (3):

O(nm) = Q&(n+1)
T (n) < Te*(n+1).

11 est donc possible de constituer un réseau d’échanges
thermiques & contre-courant comportant au plus
(n—1)(Np—1) échangeurs en faisant effectuer, pout
tout entier » tel que 1 < n < N, 'une par lautre, la
niéme tranche des réchauffements demandés et la
(n+1)iéme tranche des des refroidissements
demandés. (On notera que la derniére tranche des
réchauffements et la premiére tranche des refro-
idissements demandés peuvent étre réalisées avec des
utilisés chaudes et froides.) De plus, ce réseau est
caractérisé par AT = e et Q tel que:

N—1 ‘ .
Q=5 Mgy, ge.) > Q.

11 satisfait donc les conditions requises pur prouver
que Qr(e) = Q*eten faisant O* — M(gg, g., €), alors:

QR(e) > M(qFa qme) Si QF = M(‘Ih qc,e) = Qc-

3.4. Preuve dans le cas général

Pour démontrer I'inégalité dans le cas général, il
suffit de montrer qu’on peut trouver g¥ et g¥ satis-
faisant les condition suivantes:

q¥ (resp. g¥) est la fonction représentative d’une
partic des réchauffements (resp. refroidissements)
demandés parmi celles qui utilisent (resp. fournissent)
un flux de chaleur égal & M(gr, g.,€) = M(q¥, q¥,€), ce
qui permet de se ramener au cas particulier précédent.

Pour obtenir un couple g¥ et g* satisfaisent ces con-
ditions, on considére la fonction représentative g
(resp. g*) d’une partie des réchauffements (resp. re-
froidissements) demandés, qui minimise (resp. maxi-
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mise) la valeur T (resp. T) prise par la plus haute
(resp. basse) température concernée, parmi celles qui
consomment (resp. fournissent) un flux de chaleur
éga} é M (q F> o E).

On vérifie aisément que ce couple de fonctions ¢
et g¥ est tel que:

g# (Tr) = qe(T¢) si Te < T#
g#(Te) = M(gr,9c,) si Tp 2 T
g (1) = q.(T.) si T.>Tf
g () = M(gr.q.,¢) si T.< T

Supposons T,— Ty = e. Plusieurs cas sont alors pos-
sibles:

(@ Te< TEetT,> T¥ilvient:
g (Te)+qX(T.) = qe(Te) +4.(T) = Migr.4q..¢)

par définition.
(b) Dans tous les autres cas, il est immédiat que:

qg(TF) +q:(Tc) = M(qu qcs e) +qF(TF)
(ou qc(Tc)) > M(qF’ Ges e)'

Ainsi, dans tous les cas I'inégalité ¢f(T) +¢X(T.) 2
M(gr, g, €) est vraie si T,— T = e, ce qui entraine,
par passage 4 la borne inférieure :

M(gt,q%,€) 2 M(gr, q..€).
D’autre part:
95 (Te) +4c(T.) 2 q#(Te) +¢2(T.)

par définition et si T,— T = e, alors
9e(Te) +4.(T.) = g (Tr) +9X(T.) 2 M(q¥. 4%, €)
ce qui montre que, par passage 4 la borne inférieure
M(ge. g..€) = M(q, g2, €).

Compte tenu des relations précédentes, il en résulte :

M(qF9 ges€) = M(‘IF, q:‘,e)

et gf et gF vérifient donc les conditions requises, ce
qui achéve de démontrer 'inégalité dans le cas général.

3.5. Remarques finales
Nous avons achevé la démonstration de la relation :

QR(e) = M(qFa Ges 8)-

La démonstration permet de conclure que dans
tous les cas on peut constituer un réseau interne, 4
contre-courant comportant au plus (N —1)(Np—1)
échangeurs, tel que AT > e et Q > (N~ 1)Qr(e)/N.
Par exemple, Np—1 échangeurs suffisent pour con-
stituer un réseau interne, 4 contre-courant tel que
ATz eet Q > 1/20g(e).

Faisant tendre N vers Pinfini on prouve qu’il est
possible de constituer un réseau interne a contre-cour-
ant tel que AT > e, Q = Qg(e).

QOr(e) a été défini comme la plus grande valeur que
peut prendre @ sous la contrainte AT > e. En toute
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rigueur la légitimité de cette définition repose sur un
postulat que nous admettons et qui est toujours impl-
icitement admis par I'ingénieur : parmi les valeurs que
peut prendre Q sous la contrainte AT >e,ilyena
une qui est plus grande que les autres (ce qui n'est
pas mathématiquement assuré). On peut remarquer
que, méme sans ce postulat, la démonstration de
Or(e) = M(gy, 4., e) resterait valable, a condition de
deéfinir Qg(e) comme la borne supérieure (non néces-
sairement atteinte) des valeurs que peut prendre Q
sous la contrainte AT > e.

Enfin précisons qu'en principe M(gr,q..e) est
définie pour e < 0 contrairement a Qg{e). Cependant
dans la suite, nous poserons, méme si e < 0, Qp(e) =

M (qF’ qes e)'

4, CHOIX DES PARAMETRES (AT, Q) D'UN
RESEAU ET PROPRIETES DE LA FONCTION
Qg(e)

Nous avons déja indique qu’il y avait intérét a
choisir @ et AT l'un et I'autre aussi grands que pos-
sible. Cependant les raisons qui justifient un tel choix
montrent aussi les limites de son intérét.

En effet Q, énergie échangée dans le réseau, con-
stitue une représentation pertinente mais imparfaite
des coits liés 4 la consommation des utilités; une
augmentation de Q ne signifie pas nécessairement une
diminution de ces cofits. De méme AT constitue une
représentation pertinente mais imparfaite de Paire
d’échange du réseau interne et par voie de consé-
quence, de I'aire d’échange totale du réseau et des
colits d’investissement et de réalisation. Ainsi, une
augmentation de AT ne signifie pas nécessairement
une diminution de ces coits. Ces remarques nous
conduisent & accorder une attention particuliére mais
non exclusive aux couples (AT, Q) tels que:

(a) Q est maximale compte tenu de AT.
(b) AT est maximal compte tenu de Q.

Dans ces deux conditions, nous dirons dans la suite
que le couple (AT, Q) est optimal de sorte que 'on a:

Q= QR(AT)

pour tous les couples (AT, Q) optimaux. Mais réci-
proquement, parmi les couples (AT, Q) liés par la
relation précédente, seuls sont optimaux ceux qui ne
sont pas sur un palier de constance de la fonction
QOr{AT) excepté pour 'extrémité droite de ce palier.
Parmi les couples (AT, Q) optimaux, le choix doit
s’appuyer sur des considérations économiques faisant
intervenir les colts liés d la surface totale d’échange
et ceux qui traduisent la consommation des utilités
chaudes et froides. En général, les valeurs cour-
amment admises pour AT se situent dans un intervalle
allant de 5 4 25°C, c’est pourquoi il est intéressant
d’étudier plus particuliérement les couples (A7, Q)
optimaux tels que 5 < AT < 25°C.

Comme la fonction M(gr, q., €), la fonction Qx(e)
est décroissante et il est judicieux de choisir une valeur
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de AT telle que la décroissance de Qr(AT) en fonction
de AT ne soit ni trop rapide & gauche de la valeur de
AT retenue (il y aurait alors intérét a diminuer cette
valeur), ni trop lente & droite (il y aurait alors intérét
a Paugmenter). Les cas extrémes de décroissance lente
correspondent & des paliers de constance tandis gue
les cas extrémes de décroissance rapide correspondent
a des sauts de discontinuité.

Il y a donc lieu de préter attention aux valeurs de
AT pour lesquelles la dérivée & droite de la fonction
Or{AT) est distincte de la dérivée a gauche ; le cas ou
la dérivée a droite est supérieure (resp. inférieure) en
valeur absolue étant plutét favorable (resp. défav-
orable) au choix de AT. La présence de telles irré-
gularités a pour origine le fait que, pour chaque cour-
ant concerné, un besoin de flux de chaleur (a prendre
ou a fournir) apparait brusquement a la temperature
d’entrée et disparait brusquement a la température de
sortie. On doit s’attendre 4 ce que le nombre de ces
irrégularités augmente avec Np. L’amplitude de ces
irrégularités est plutdt liée a d’importantes différences
entre les débits massiques concernés.

Il semble que la présence de telles irrégularités, leur
importance, si elles existent, doivent conduire a une
étude de variations de Qg(e¢) en fonction de e plus
minutieuse que celle qui est faite habituellement, avec
éventuellement I'identification de discontinuités ou de
paliers soit de la fonction @, soit de sa dérivée. Cest
ce qui justifie la suite de ce travail.

4.1. Propriétés de la fonction e — Qple) = Mgy, 4., ¢)

Nous avons déja noté que cette fonction est
décroissante, au sens large; elle prend la valeur
Min (Qy, Q.) pour des valeurs suffisamment petites de
e; elle est nulle pour des valeurs suffisamment grandes
dee.

4.2. Continuité a gauche

La fonction Qg(e) est continue 3 gauche. En effet
pour ¢eR et aeR¥, on peut trouver un couple
(T, T,) tel que:

TCWTF = ¢

X
gr(Tw) +q(T) < Qrle) + )

En vertu de la continuité & droite de gy et de la con-
tinuité 4 gauche de ¢,, on peut trouver fe R™ de telle
sorte que VY ATy, VAT, si:

alors:

a
ge{Te) € ge(Te +ATe) < ge(Te) + i

q.(T.) € q(T.—AT,) <

qL(T)+—

Donnons nous un Ae tel que:

i
A

el el ¢

FiG. 2. Hlustration schématique du cas 1.

0<Ae <20,
Ona:

Ae
QR(e) QR(E—AP) qr < o+ ;)

+%<R

gc(e—Ae) < Qple)+a

ce qui démontre la continuité a gauche.

Ae < % %
—5 \qb(Tlﬂ)+4+qu(Tc)+4

soit

4.3, Continuité a droite
On peut démontrer que Qr(e) posséde un nombre
fini (éventuellement nul) de discontinuités a droite.

4.4. Classification des cas possibles

Une classification fondamentale des divers cas
possibles est obtenue en considérant les signes des
deux quantités ¢} et ¢4 définies comme suit :

2% désigne la borne supérieure des valeurs de e pour
lesquelies

Qr(e) = Min (O, Q.).

% désigne la borne inférieure des valeurs de e pour
lesquelles

Qrfe) =0
On a dans tous les cas:
Ti—Ty <ef ey =TH—Th.

Nous allons examiner les 6 cas possibles.

(1) ¢5 < Oetdonecel <0

Ce cas, représenté sur la Fig. 2, est extrémement
défavorable 4 la récupération de chaleur puisque
Owfle) = 0 pour e > 0 et aucune récupération de chal-
eur n’est possible quel soit le AT choisi.

(2) ¢} > 0 et donc el > 0.
Ce cas, représenté sur la Fig. 3, est extrémement
favorable 4 la récupération de chaleur puisque:

9r .
{
|
i
|
1 €
a el :%

Fic. 3. Hlustration schématique du cas 2,
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FiG. 4. Hlustration schématique du cas 3.

QOr(e) = Min(Q, Q.) poure <ef.

11 est donc possible, en choisissant AT < e d’obtenir
la récupération de chaleur maximale, ce qui permet
de se passer d’utilités chaudes si Q. > Qr et de s¢
passer d’utilités froides si 0, < Qr, donc de se passer
des unes et des autres si Q. = Q.

(3) e <0 < Q5.

Ce cas, représenté sur la Fig. 4, est un cas inter-
médiaire car il est possible de récupérer de la chaleur
si AT < €5, Cependant, quelle que soit la valeur de
AT choisi, AT < €5, il est impossible de récupérer un
flux de chaleur égal & Min (O, Q.); il faut donc faire
appel aux utilités chaudes et froides.

4) es=0etey <.

Ce cas frontiére est représenté sur la Fig. 5. Aucune
récupération de chaleur n’est possible quelle que soit
la valeur de AT.

(5) e =0etes > 0.

Ce cas frontiére est représenté sur la Fig. 6. 11 est
possible de récupérer de la chaleur pour AT < e}
mais on ne peut atteindre la récupération maximale
Min (Qx, Q.) bien que 'on puisse s’en approcher de
fort prés si AT est suffisamment petit.

©6) &t =0=1¢h.

Ce cas extréme est représenté sur la Fig. 7 ot P'on
constate qu’aucune récupération de chaleur n’est
possible bien que P'on puisse théoriquement étre
fort prés d’une récupération maximale égale a
Min (Qp, Q.). Ce cas, 4 premiére vue, extravagant,
correspond par exemple a la situation trés simple ou
seraient demandées une vaporisation et une con-
densation & la méme température.

4.5. Propriétés particuliéres

La fonction Qg(e) posséde des propriétés par-
ticuliéres si gp et g, possédent elles-mémes des pro-
priétés particuliéres outre celles qui leur sont
attribuées en tout cas.

Si gr et g, sont continues (ce qui exclut les change-
ments de phase) elles sont uniformément continues

@r

|

|

|

|

L | e
e}- e%-O

FiG. 5. Hlustration schématique du cas 4.
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or

Fi1G. 6. Illustration schématique du cas S.

et on en déduit aisément que Qg(e) est elle méme
continue et uniformément continue.

Si gr est continue et strictement croissante dans
Pintervalle (TF,, Tx,) et si g, est continue et strictement
décroissante dans I'intervalle (TS, T5), alors Qg (e) est
continue et strictement décroissante dans P’intervalle
(¢f, €5).

Si ge et g, sont des fonctions continues et affines
par morceaux, la fonction Qz(e) est aussi continue
et affine par morceaux. Ce dernier résultat est trés
important pour les applications numériques et pra-
tiques. Nous en donnerons la démonstration et des
utilisations dans la seconde partie de ce travail.

5. CONCLUSION

L’évaluation de QOg{e) pour e donné se faisait
jusqu’ici par voie graphique ou algorithmique, et
sans souci de donner une démonstration générale et
rigoureuse des procédures utilisées.

La relation (1) donne de Qgr(e) une expression
analytique relativement simple et tout 4 fait générale.
Elle a été démontrée rigourcusement en admettant
seulement les deux premiers principles de la ther-
modynamique. En particulier, ni la constance des
chaleurs spécifiques, ni I'exclusion des changements
de phase ne sont nécessaires.

Une telle expression de Qr(e) nous parait d’autant
plus utile que nous avons mis en évidence I'intérét,
pour le probléme du choix du réseau interne, des
irrégularités (brusques changements de pente) dans
les variations de Qg(e) en fonction de e, irrégularités
dont 1a présence semble imposée par des irrégularités
analogues dans les variations de gr(7%) en fonction
de Tk et dans celle de ¢.(7,) en fonction de T,.

Nous avons amorcé I’étude des variations de Qg(e)
en fonction de e, il parait nécessaire de la poursuivre,
pour cela nous renvoyons a la seconde partie de ce
travail.

Or

el- el 0

FiG. 7. Lilustration schématique du cas 6.
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networks—I. Systematic generation of energy optimal

OPTIMAL ENERGY RECOVERY IN HEAT EXCHANGER NETWORKS—L
THEORETICAL STUDY

Abstract—A fundamental study of the heat exchanger network theory relating to the optimal energy

recovery s presented. The result was partially and insufficiently derived in some previous works, from both

the derivation exactness and generality angle and because of the graphical or algorithmic method used to

present it ; these difficulties are surmounted in this paper. The advantage of this result for choosing a heat
exchanger network is then discussed.

OPTIMALE WARMERUCKGEWINNUNG IN WARMEAUSTAUSCHER-
NETZWERKEN—I. THEORETISCHE UNTERSUCHUNG

Zusammenfassung—Die Theorie der Wirmeaustauscher-Netzwerke wird im Hinblick auf optimale
Wirmeriickgewinnung grundlegend untersucht. Das Problem wurde in einigen fritheren Arbeiten unvoll-
kommen und unzulinglich behandelt. Dies gilt fiir die Genauigkeit der Ableitung, die Aligemeingiiltigkeit
und die grafische und algorithmische Methode, mit der das Ergebnis dargestellt wurde. Diese
Schwierigkeiten wurden im vorliegenden Beitrag iberwunden. Der Vorteil des hier gewonnenen Ergebnisses
beziiglich der Auswahl eines Wirmeaustauscher-Netzwerks wird abschlieBend diskutiert.

ONTHUMAJIBHAS PECEHEPALIMA SHEPIMM B CETAX TEIMJIOOBMEHHUKOB—
I. TEOPETUYECKOE HCCIENOBAHUE

Aunorauns—BbINONHEHO HCC/ICAOBAHAE CETH TEINIOOGMEHHAKOB, ONMHCHIBAIOLIEH ONTHMANBHYIO perese-

paLMIo JHEpIvn. Panee MONyYeHHBIE PE3YIBTATHl ABNAIOTCH HEYAOBICTBOPHTELHBIMHA C TOYKH 3PEHHUS

TouHOCTH GOpMYT B IHANA30HA NPHMEHMMOCTH, TAX KK OHH NPE/CTaBJICHH B BHAe rpaduxos u airo-

purmoB. B namuO# craThe 9TH HedoCTaTKM mpeoosenbl. OBCYRAaOTCA NPeHMYIIECTBA TONYYEHHBIX
pe3yaLTaToB JUis BLiGopa ceTH TennoobMmennukos,



